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Fonctions et topologie elementaire de R" 



Exercice 1 

1. Tracer le graphe de la fonction /: M 2 — > M definie par f(x,y ) = .r 2 + y 2 et tracer les lignes de niveau de 
cette fonction. 

2. Tracer les graphes des fonctions f et g definies par f(x.y) = 25 — (x 2 + v 2 ) et g(x,y) = 5 — \J x * 1 + v 2 sur 
D = {(x,y) £l 2 |.r 2 +j 2 ^25}. 

3. Tracer le graphe de la courbe parametree /: M — > M 2 definie par f(x) = (vcosv.vsinv). 

4. Peut-on representer graphiquement Tapplication de la question (3.) ? Comment ? 

5. Decrire les surfaces de niveau de la fonction /: M 3 — > M definie par f(x.y.z) = exp (x+y 2 — z 2 )- 

6. Pourquoi ne peut-t-on pas naivement representer le graphe de Tapplication 

/: M 2 — > M 2 , f(x,y) = (~y,x), 

sur une feuille de papier. Comment peut-on graphiquement representer cette application ? 

Indication T Correction ▼ [002616] 


Exercice 2 

Determiner si chacune des parties suivantes du plan sont ouvertes ou fermees, ou ni Tun ni T autre. Determiner 
chaque fois Tinterieur et Tadherence. 

1. A\ = {(x,y) € M 2 |x 2 y 2 > 1}, 

2. A 2 = {(x,y) € M 2 |x 2 +y 2 = l,y > 0}. 

Indication T Correction T [002617] 


Exercice 3 

1. Soient B\ C M" et Bi c M'" des boules ouvertes. Montrer que B\ x Bi C W l+m est un ouvert. 

2. Soit A un ouvert de M 2 et B un ouvert de M. Montrer que A x B est un ouvert de M 3 . 

Indication ▼ Correction ▼ 


[002618] 


Exercice 4 

1. Soit (A n ) (n G N) une suite de parties ouvertes de M 2 . Est-ce que la reunion des A„ est encore une partie 
ouverte ? Et leur intersection ? 

2. Meme question pour une famille de parties fermees. 

Indication ▼ Correction T [002619] 


Exercice 5 

Soit A = {(t, sin j) G U 2 ;t > 0}. Montrer que A n’est ni ouvert ni ferme. Determiner Tadherence A de A. 

Indication T Correction T [002620] 
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Indication pour l’exercice 1 ▲ 

Utiliser le langage de la geometric elementaire, y compris les notions de surface de revolution, d’axe de revo- 
lution, de sommet d’un paraboloide, de sommet d’un cone, de concavite vers le haut ou vers le bas, d’helice, 
de spirale, etc. 


Indication pour l’exercice 2 ▲ 

Exploiter les proprietes geometriques des parties du plan qui definissent A i et A 2 . Par exemple, une courbe 
qui est definie conrme etant l’image reciproque d’un point relativement a une fonction continue est une partie 
fermee du plan. 


Indication pour l’exercice 3 ▲ 

Raisonner a partir de la definition d’un ouvert dans le plan. 


Indication pour l’exercice 4 ▲ 

Exploiter le fait que le complementaire d’un ouvert est ferme et que le complementaire d’un ferme est ouvert. 


Indication pour l’exercice 5 ▲ 

Distinguer la partie triviale de l’exercice de la partie non triviale. Dans cet exercice, le seul point delicat est 
pour le parametre t proche de 0. 
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Correction de l’exercice 1 ▲ 


1. Le graphe est bien un paraboloide de revolution ayant l’origine pour sommet, d’axe de revolution l’axe 
des z, et dont la concavite tourne vers le haut. Les lignes de niveau sont les cercles x * 1 2 + y 2 = zq • Zo = c, 
c > 0 etant une constante ; pour c = 0 c’est le somment, c.a.d. l’origine. 

2. Le graphe de la fonction / est un paraboloide de revolution ayant le point (0,0,25) pour sommet et 
plafonne par le plan des x et y, d’axe de revolution l’axe des z, et dont la concavite tourne vers le bas. Les 
lignes des niveau sont les cercles x 2 +y 2 = 25 — zo, zo = c, c < 25 etant une constante qui degenerent en 
un point, le sommet, pour c = 25. 

Le graphe de la fonction g est un demi-cone de revolution ayant le point (0, 0, 5) pour sommet et plafonne 
par le plan des x et y, d’axe de revolution l’axe des z, et dont la concavite tourne vers le bas. Les lignes des 
niveau sont les cercles x 2 +y 2 = (5 — Zq) 2 , zo = c etant une constante telle que 0 ^ c ^ 5 qui degenerent 
en un point, le sommet, pour c = 5. 

3. Dans R 3 avec coordonnees (x,y,z), avec /(x) = (y,z), le graphe en discussion est une helice sur le cone 
de revolution y2 + z 2 = x 2 . 

4. Le support de cette courbe parametree est une spirale planaire qui rencontre l’origine et dont la pente a 
l’origine vaut zero. 

5. Pour que f(x,y,z) = exp(x + y 2 — z 2 ) soit constant il faut et il suffit que x + y 2 — z 2 soit constant. Les 
surfaces de niveau en discussion sont done les surfaces x + y 2 — z 2 = c. Ce sont des paraboloides hyper- 
boliques. 

6. Le graphe de l’application / en discussion est une surface dans R 4 , et la dimension 4 est trop grande 
pour representer, sur une feuille de papier, ce graphe plonge dans R 4 . L’application / est un champs 
de vecteurs dans le plan cependant. De faqon generale, on peut representer graphiquement le champ de 
vecteurs X : U — y R 2 dans l’ouvert U du plan en dessinant, au point (u\ , u 2 ) de U , le vecteur X(u\ , u 2 ) = 
(xi(u ll u 2 ),x 2 (ui,u 2 )). 

N.B. Quand on represente une surface dans l’espace de dimension 3 ordinaire par un dessin sur une 
feuille de papier, en verite on ne dessine qu’une projection de l’espace de dimension 3 sur un plan. 


Correction de l’exercice 2 ▲ 

1. La partie A\ est ouverte. Car la courbe x 2 y 2 = 1 a quatre branches, les deux branches de xy = I et les deux 
branches de xy = — 1 ; ces quatre branches coupent le plan en cinq parties dont une contient l’origine. La 
courbe x 2 y 2 = 1 etant une partie fermee, le complementaire est un ouvert qui est reunion de cinq ouverts. 
La partie A 1 est la reunion des quatre parties qui ne contiennent pas l’origine. Puisque A 1 est ouvert, A\ 
coincide avec son interieur. L’ adherence de A 1 est la reunion de A 1 avec les quatre branches de la courbe 
x 2 y 2 = 1. 

2. La partie A 2 est le demi-cercle de rayon 1 ayant l’origine pour centre constitue des angles 0 < (p < n en 
radians et ce n’est ni ouvert ni ferme. La partie A 2 n’est pas ouverte car aucun disque de rayon positif 
n’est dans A 2 ; elle n’est pas fermee car les points (±1,0) sont des points d’adherence qui n’appartiennent 
pas a A 2 - L’ adherence de A 2 est la partie 

{(x,y) G R 2 |x 2 +y 2 = l,y^0} 


du plan. 


Correction de l’exercice 3 A 

1. Soient q\ un point de B\ et q 2 un point de B 2 , soient d\ resp. d 2 la distance de q\ au bord de B\ resp. la 
distance de q 2 au bord de B 2 , et soit 0 <d + min(r/i, d 2 ). Alors la boule ouverte dans M" +m centree en 
(q 1 , q 2 ) et de rayon d est dans B\ x B 2 . 

2. Soient p un point de A, q un point de B, soit B\ un disque ouvert dans A contenant p, et soit B 2 un 

intervalle ouvert dans B contenant q. D’apres (L), B\ x B 2 est un ouvert de M 3 tel que B\ x B 2 C A x B 

et (p,q) appartient a B\ x B 2 . Par consequent, A x B est un ouvert de R 3 . 
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Correction de l’exercice 4 ▲ 

1. La reunion U n A n d’une suite de parties ouvertes A„ de M 2 est bien une partie ouverte de M 2 . En effet, 
soit q un point de U „A n . Alors il existe no tel que q appartienne a A„ 0 . Puisque A„ 0 est ouvert, il existe 
un disque ouvert D dans A„ 0 tel que q appartienne a D. Par consequent, il existe un disque ouvert D dans 
U n A n tel que q appartienne a D. 

L’ intersection n„A» d’une suite de parties ouvertes A„ de M 2 n’est pas necessairement ouverte. Par 
exemple, dans M, l’intersection des intervalles ouverts ] — 1 jn. \/n[ est la partie {0} C M qui n’est pas 
ouverte. 

2. La reunion U n B n d’une suite de parties fermees B n de M 2 n’est pas necessairement une partie fermee de 
M 2 . Car le complementaire 2f(lJ„/L) de U n B n est l’intersection n„A'/L des complementaires et c’est done 
l’intersection d’une suite (%’B n ) de parties ouvertes de M 2 qui, d’apres (L), n’est pas necessairement une 
partie ouverte de M 2 . De meme, l’intersection n„fi„ d’une suite de parties fermees B n de M 2 est bien une 
partie fermee de M 2 . Car le complementaire A' (n„fi„) de D n B n est la reunion U/ti'B,, des complementaires 
et c’est done la reunion d’une suite ( ( AB n ) de parties ouvertes de M 2 qui, d’apres (L), est une partie 
ouverte de M 2 . 


Correction de l’exercice 5 ▲ 

La partie A du plan n’est pas ouverte puisqu’elle ne contient aucun disque ouvert. Cette partie A n’est pas 
fermee non plus : L’origine est un point d’adherence : Quel que soit le disque ouvert B centre a l’origine, il 
existe un point de B qui appartient a A. Mais l’origine n’appartient pas a A d’oii A n’est pas ferme. L’ adherence 
A de A est la reunion A U ({0} x [—1,1]). Car quelle que soit la suite ( x n ) de points de AU ({0} x [—1,1]) telle 
que cette suite converge dans le plan, la limite appartient a AU ({0} x [—1, 1]). 
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